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Date de remise de premiére esquisse : Dés que possible

Date d'impression :

Contexte

Plaisir Maths propose au grand public une édition du jeu de hex dans une version bois découpé au
laser. Le plateau de jeu est pensé comme étant la boite de jeu ou le livret de régle s'y range.

Création graphique

Réaliser les schémas d'explication et mettre en page le contenu du livret. L'enjeu principal est de
fournir un confort de lecture, facilitant l'apprantissage de la régle de jeu.

Mention a disposer

Proposition libre en cohérence avec le style du titre HEX :

JEU DE HEX

JEU DE HEX ET MATHEMATIQUES

Si les blancs jouent en C, les noirs doivent jouer dans
T'une des cases marquées ci-contre n rouge. En cffct, si les
noirs jouent ailleurs, alors 'un des deux coups A et B reste
gagnant pour les blancs (pour les mémes raisons qu’avant).
De plus & cause de la menace des blancs en G, les noirs n°ont
en fait que deux choix possibles marqués Y et Z. Pour le
premier, la suite de coups suivante est foreée pour les noirs
sauf au quatritme coup ol les deux coups possibles ont été marqués

donc les blancs gagnent.

Si les noirs jouent le coup marqué Z, les blancs, en jouant
le coup ci-contre, créent deux menaces pour le cinquime
coup (marquées en rouge). Par conséquent, la suite de coups
suivante est forcée pour les noirs :

et les blancs gagnent.

Si les blanes jouent en D (sur le diagramme 3 de la page
précédente), les noirs gagnent en jouant la suite de coups ci-
contre, forcée pour les blancs.

Pour résumer, les coups gagnants pour les blancs au dé-
part sont exactement les cases de Ia petite diagonale du pla-
teau (A, B, C et E).

Jeu de Hex et
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11 ne peut pas y avoir de partie nulle au jeu de Hex. En effet, que serait une partic
nulle au jeu de Hex ? Ce serait une partie ob tout le plateau serait rempli de pions blancs et
noirs (sinon, on pourrait continuer  jouer) mais ob aucun chemin blanc entre les deux bords
blancs ou noir entre les deux bords noirs ne serait présent. Remarquons qu'il ne peut pas y
avoir en méme temps un chemin blanc reliant les bords blancs et un chemin noir reliant les
bords noirs. En effet, si deux tels chemins existaient,ils se « croiseraient » forcément.

Lidée intuitive est que, lorsque le plateau est rem-
pli, si P'on regarde I'ensemble des pions blancs (X)
liés au bord blanc du haut, alors, soit il touche e bord
blanc du bas et les blancs ont gagné, soit il ne le touche
pas et cet ensemble a une frontidre de pions noirs (Y)
qui reli alors les deux bords noirs et les noirs ont ga-
ené

Pour prouver ce résultat de fi
va supposer qu'une fourmi part du coin en hant.3 e d
suivante :

e, on
ace en suivant la regle

Tencontre le bord du bas ou le bord de droite, elle s'arréte ;
~ sinon, elle avance en laissant du blanc (un pion ou un bord) a sa gauche et du noir &
sa droite (un pion ou un bord)
Par exemple, dans I'exemple précédent, elle aurait suivi le chemin marqué en rouge.
Remarquons alors plusieurs choses :
~ La fourmi peut partir dans tous les cas du coin en haut & gauche mais jamais y revenir :

ce

(en cffet, il n°y a pas de chemin qui revient en haut & gauche avec du blanc  gauche
et du noir & droite).

— Dans tous les cas de figure, en chaque sommet qui n’est pas dans un coin, il y a soit
exactement une entrée et une sortie :
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- Rubricage/Chapitre

- Les schémas. Le schéma du plateau est &
représenter dans la méme orientation que
ci- dessous. Tout dessin de plateau de hex
avec des jetons doit avoir un numéro unique
a trois chiffres. Nomenclature des figures
commence par H puis trois chiffres.

Couleur du schéma :

C50 M50 J50 N100

CO MO JONO C2 M15 J36 NO

Jeton blanc avec contour noir.
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soit aucune entrée et aucune sortie :

L Tee

(les diagrammes se lisent & rotations prés, bien entendu).

Par conséquent, la fourmi peut toujours avancer tant qu'elle n°a pas atteint le bord du
bas ou de droite et elle ne peut pas revenir deux fois au méme endroit (en effet, la premidre
fois o elle reviendrait & un endroit déja visité, cela signifierait que le sommet en question
a deux enirées). Du coup, comme le nombre de sommets est fini, son trajet ne peut pas étre
infini ct on en déduit qu'elle aiteindra obligatoirement A un moment le bord de droite ou le
bord du bas.

Supposons quelle atteigne le bord de droite en premier. Regardons le chemin qu'elle a
parcouru depuis la dernidre fois ot elle a quitté le bord de gauche (comme elle était au début
sur le bord de gauche, elle P'a au moins quitté une fois). Ce chemin est entiérement bordé de
noir  droite puisqu’elle laisse toujours du noir sur sa droite. Comme elle n’est pas passée
par Pun des bords noirs pendant cette partie de son trajet, le noir qu’elle avait & sa droite
était forcément constitué de pions. Du coup il y a un chemin de pions noirs reliant les deux
bords noirs.

i elle atteint le bord du bas en premier, on peut montrer de la méme fagon qu'il y a un
chemin de pions blancs reliant les deux bords blancs. On a donc bien prouvé qu'il y a soit
un chemin blanc reliant les bords blancs, soit un chemin noir reliant les bords noirs lorsque.
le plateau est rempli. 1l ne peut donc pas y avoir de partie nulle. Un autre exemple, pour s
convaincre :

La dernidre partie du trajet rouge est bordée & droite de pions noirs X qui relient les deux
bords noirs ; notez que I'on trouve un chemin noir parmi d’autres et que ce n’est pas forcé-
ment le plus court,

@ rOUR ALLER PLUS LOIN

on laissait la fourmi continuer selon le méme principe aprés avoir touché le
bord de droite alors elle ne toucherait jamais le bord du bas (et inversement si elle
a touché le bord du bas en premier). On peut méme voir qu'clle finirait coincée en
haut 2 droite (si les noirs ont gagné) ou en bas A gauche (si fes blancs ont gagné).
Savez-vous le démontrer ?

1y a une stratégie gagnante pour les blancs. On va maintenant voir qu'il existe une
stratégie qui permet de gagner & tous les coups pour les blanes (sur n’importe quelle taille
de platcau). Malheureusement, mis & part le cas des petits plateaux, personne ne connait
cette stratégie ! On se place dans le cas des régles les plus simples (les blanes peuvent jouer
n’importe o au premier coup et les noirs n’ont pas Ie droit d"échanger).

Cette preuve est le cas d*école de ce que I'on appelle en mathématiques une preuve non
constructive. On prouve indubitablement que les blancs ont une stratégie gagnante, mais
sans pouvoir expliciter cette stratégie.

Tout d'abord, & un tel jeu, ol il 0’y a pas de partie nulle, et oii les deux joucurs ont
une information complte, sans hasard, soit les blancs ont une stratégie gagnanie, soit les
noirs ont une stratégie gagnante (voir la partie un peu de théorie des jewx, page 13 pour
plus de détails sur cet argument). Supposons done que les noirs aient une straiégic gagnante.
Autrement dit, quel que soit le premicr coup des blancs, ils ont un meilleur coup (qui dépend
du premier coup). Ensuite, quel que soit le deuxitme coup des blancs, ils ont un meilleur
coup etainsi de suite jusqua Ia fin de la partie o ils auront gagné. Par exemple, on suppose:
que le début d'une suite de meilleurs coups pour les noirs est :

premier coup blanc meilleur coup noir

deuxiéme coup blanc meilleur coup noir

—0

troisiéme coup blanc

@ ATTENTION

Nous faisons ici une démonstration par I'absurde. On a supposé que la suite de
coups était une suite gagnante pour les noirs. Ce n’est bien sdr pas le cas puisqu’on
vajustement démontrer qu’une telle suite n’existe pas. Il west donc pas question de
prétendre ici que les noirs ont vraiment joué les meilleurs caups et encore moins les
blancs. Tl ne s'agit que d’un exemple pour illustrer Pargument qui s"appliquerait A
n*importe quelle autre suite de coups. Ainsi, on va prouver que cetfe suite de coups
ne fait pas partie d’une stratégie gagnante pour les noirs, mais aussi qu'aucune
autre suite de coups ne fait partie d’une stratégie gagnante pour les noirs.

Maintenant, supposons, juste pour un instant, que les noirs commencent la partie. Lai
sons les alors placer un pion ol ils veulent et appelons ce pion le pion joker (par cxemple en
bas A gauche). Ensuite, les blanes jouent od ils veulent (comme nous cherchons une stratégie
gagnante pour les noirs, on doit en fait envisager tous les coups possibles pour les blancs).
Les noirs, s'ils oublient le pion joker, ont, d’apids I'hypothése, un meilleur coup qui les
feraient gagner. De deux choses I'une :

1. Soit leur meilleur coup n’est pas au méme endroit que le pion joker. Dans ce cas, ils

jouent ce meilleur coup et leur pion joker reste le méme pion.

N

. Soit leur meilleur coup est au méme endroit que le pion joker. Dans ce cas, ils posent
leur nouveau pion sur n’importe quelle case libre et il devient le pion joker. 1 ancien
pion joker devient un pion normal. De cette fagon, ils se retrouvent dans la méme
situation que 'ils avaient depuis le début de la partic comme pion joker ce nouveau
pion joker et s°ils avaient toujours appliqué la régle 1.

Par exemple (on considére le méme exemple qu’avant) :

premier coup blanc meilleur coup noir

JEU DE HEX ET MATHEMATIQUES

deuxiéme coup blanc changement de joker

meilleur coup noir

Les noirs vont done jouer une partie qui ressemblera en
tout point A une partie ol les blancs ont commencé et ol
es noirs ont suivi leur stratégie gagnante, si ce n'est qu'ils
ont un pion joker en plus. Il est facile de voir quun pion
supplémentaire ne fait jamais perdre et n’empéche jamais
de gagner au jeu de Hex. Finalement les noirs ont une stra-
tégie gagnante aussi s'ils commencent.
Bien entendu, le jeu est symétrique. Du coup, les blancs
ce qui

@ 10U0NS UN PR
La suite de coups présen-

es blancs (on enléve Le pion
joker) ? O doivent-ils po-
ser leur quatridme pion ?

ont aussi une stratégie gagnante s'ils
contredit I'hypothése que les noirs en avaient une. Cela termine la preuve.

n peu de théorie des jeux. Ce qui va suivre est un peu technique, Ce est pas nécessaire

de le lire pour jouer au jeu de Hex. Cette partie a pour but de montrer comment des jeu, tel

e jeu de Hex, peuvent étre entidrement formalisés mathématiquement pour entrer dans une

branche des mathématiques que I'on appelle la théorie des jeux.

Le jeu de Hex posséde les propriétés suivantes :

— il 'y a pas de hasard ;

~ deux joueurs jouent alternativement ;

~ les deux joueurs connaissent la situation ;

~ laliste des coups possibles pour un joueur est clairement définie par les régles ;

~ laliste des positions gagnées ou perdues pour un joueur est clairement définic par les
regles;

~ il ’y a pas de partie nullc.

Brochure-CIJM (ancienne édition)

Visualisation des magqettes
PDF & l'echelle, page vis-a-vis (planche).

Livrable final
Fichier d'assemblage : Document natif, PDF d'impression, fonts et images liées. Liste des fichiers

livrés (sous forme de screen possible)
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- Texte a couler. Respecter la graphie
du texte fournie par Plaisir Maths et les
niveaux de lecture (titre de chapitre,
début de paragraphe, légende, etc.)

- Encadré
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